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Penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai kekuatan tak beraturan sisi total 
pada graf hasil gabungan graf lingkaran dengan graf lintasan dan graf hasil 
gabungan dua graf lingkaran masing-masing untuk n sama dengan 3. Pelabelan 
tak beraturan sisi total pada graf, dengan himpunan titik tak kosong V dan 
himpunan sisi E suatu fungsi, sehingga bobot setiap sisinya berbeda. Nilai k 
terkecil pada pelabelan tak beraturan sisi total disebut kekuatan tak beraturan 
sisi total dari G yang dinotasikan dengan tes G. Selanjutnya, bobot sebuah sisi 
uv dengan fungsi pelabelan. Berdasarkan pembahasan, dapat disimpulkan 
bahwa nilai kekuatan tak beraturan sisi total pada graf hasil gabungan graf 
lingkaran dengan graf lintasan dan graf hasil gabungan dua graf lingkaran yang 
berturut-turut mempunyai nilai n sama dengan 3. 
This study aims to determine the irregular strength value of the total side 
irregular strength of the combined circular graph with the path graph and the 
combined graph of two circle graphs each for n is equal to 3. Irregular labeling 
of total sides of the graph, with a set of non-empty points V and the set of sides 
E of a function, so that the weight of each side is different. The smallest k value 
on total side irregular labeling is called the total side irregular strength of G 
denoted by the G test. Next, the weight of a side uv with the labeling function. 
Based on the discussion, it can be concluded that the total side irregular strength 
value of the combined circular graph with the path graph and the combined 
graph of two circle graphs, respectively, have a value of n equal to 3. 
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PENDAHULUAN  
Pelabelan graf adalah suatu pemberian nilai pada titik atau sisi dari graf atau keduanya sehingga 
memenuhi kondisi tertentu. Label yang digunakan berupa bilangan bulat positif atau bilangan asli [1][2]. 
Pada umumnya jika domain berupa titik maka disebut pelabelan titik (vertex labelings), jika domain 
berupa sisi maka disebut pelabelan sisi (edge labelings) sedangkan jika domain berupa titik dan sisi 
maka disebut pelabelan total (total labelings) [3][4][5]. Suatu bobot (weight) dari elemen graf adalah 
jumlah dari semua label yang berhubungan dengan elemen graf tersebut. Pada pelabelan total bobot 
sebuah titik 𝑣 dengan fungsi pelabelan λ adalah 
𝑤𝑡(𝑣) =  λ (𝑣) +  λ (𝑢𝑣)
∈
 
Dan pada pelabelan total bobot sebuah sisi 𝑢𝑣 dengan fungsi pelabelan λ adalah 
𝑤𝑡(𝑢𝑣) = λ(𝑢) + λ(𝑢𝑣) + λ(𝑣). 
 
Definisi 1 Misalkan graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), pelabelan total yaitu didefinisikan sebagai suatu fungsi 𝜆 ∶ 𝑉 ∪
𝐸 → {1,2, … , 𝑘}. 𝜆 dinamakan sebagai pelabelan tak beraturan total dari graf 𝐺 jika bobot dari setiap 
titik atau sisi adalah berbeda. Pelabelan tak beraturan dibagi menjadi 3 yaitu pelabelan tak beraturan 
titik total, pelabelan tak beraturan sisi total, dan pelabelan tak beraturan total[6]. 
 
Definisi 2 [6] Misalkan graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), didefinisikan fungsi pelabelan total 𝜆 ∶ 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2, … , 𝑘}. 𝜆 
dinamakan sebagai pelabelan tak beraturan titik total dari graf 𝐺 jika untuk setiap titik 𝑢 dan 𝑣 yang 
berbeda maka 𝑤𝑡(𝑢) ≠ 𝑤𝑡(𝑣). 𝑤𝑡(𝑢) merupakan bobot titik 𝑢 yang dinyatakan sebagai berikut: 
𝑤𝑡(𝑢) =  λ (𝑢) +  λ (𝑢𝑣)
∈
. 
Label 𝑘 minimum pada 𝐺 yang memenuhi pelabelan tak beraturan titik total disebut kekuatan nilai titik 
total (total vertex strength) yang dinotasikan sebagai 𝑡𝑣𝑠(𝐺). 
 
Definisi 3 [6] Misalkan graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), didefinisikan fungsi pelabelan total 𝜆 ∶ 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2, … , 𝑘}. 𝜆 
dinamakan sebagai pelabelan tak beraturan sisi total dari graf 𝐺 jika untuk setiap sisi 𝑥𝑦 dan 𝑢𝑣 yang 
berbeda maka 𝑤𝑡(𝑥𝑦) ≠ 𝑤𝑡(𝑢𝑣). 𝑤𝑡(𝑢𝑣) merupakan bobot sisi 𝑢𝑣 yang dinyatakan sebagai berikut: 
𝑤𝑡(𝑢𝑣) = λ(𝑢) + λ(𝑢𝑣) + λ(𝑣). 
Label 𝑘 minimum pada 𝐺 yang memenuhi pelabelan tak beraturan sisi total disebut kekuatan nilai sisi 
total (total edge strength) yang dinotasikan sebagai 𝑡𝑒𝑠(𝐺) [7][8]. 
 
Definisi 4 [9] Suatu pelabelan total 𝜆 ∶ 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2, … , 𝑘} disebut pelabelan tak beraturan total dari 
graf 𝐺 jika untuk setiap dua titik 𝑢 dan 𝑣 yang berbeda di 𝑉(𝐺) memenuhi 𝑤𝑡(𝑢) ≠ 𝑤𝑡(𝑣) dan setiap 
dua sisi  𝑥𝑦 dan 𝑢𝑣 yang berbeda di 𝐸(𝐺) memenuhi 𝑤𝑡(𝑥𝑦) ≠ 𝑤𝑡(𝑢𝑣) dimana 𝑤𝑡(𝑢) =  λ (𝑢) +
∑(𝑢𝑣) dan 𝑤𝑡(𝑢𝑣) =  λ (𝑢) + λ (𝑢𝑣) + λ (𝑣). 
Label 𝑘 minimum pada 𝐺 yang memenuhi pelabelan tak beraturan total disebut kekuatan nilai total (total 
strength) yang dinotasikan sebagai 𝑡𝑠(𝐺) [6]. 
 
Teorema 5  Nilai tak beraturan sisi total dari graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑡𝑒𝑠(𝐺) adalah bilangan 
bulat positif terkecil 𝑘 sehingga 𝐺 memiliki pelabelan tak beraturan sisi total, dan memberikan batas 
bawah dan batas atas nilai tak beraturan sisi total untuk sembarang graf 𝐺(𝑉, 𝐸), yaitu 
|𝐸| + 2
3
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METODE  
Alat dan Bahan 
Dalam penelitian alat dan bahan yang dibutuhkan yaitu literatur yang dikumpulkan berupa buku, 
skripsi, artikel, jurnal atau modul yang dapat mendukung penelitian. 
 
Jalannya Penelitian 
Tahapan penelitian yang akan dilakukan penulis dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Mengumpulkan berbagai literatur yang berhubungan dengan topik yang diteliti yaitu 
mengenai graf, operasi graf, dan pelabelan tak beraturan sisi total. 
2. Memahami definisi graf. 
3. Memahami definisi pelabelan tak beraturan sisi total. 
4. Menggambar graf. 
5. Melakukan pengoperasian pada graf. 
6. Memberikan pelabelan tak beraturan sisi total. 
7. Menentukan suatu bobot tak beraturan sisi total pada graf hasil gabungan graf lintasan 
dengan beberapa kelas graf. 
8. Menentukan nilai kekuatan tak beraturan sisi total pada graf hasil gabungan dua kelas 
graf. 
9. Mengamati pola-pola pelabelan tak beraturan sisi total dari beberapa contoh graf yang 
dikonstruksi.  
HASIL DAN PEMBAHASAN  
Teorema 6 Kekuatan tak beraturan sisi total pada graf 𝐺 = (𝐶 ∪ 𝑃 ), adalah 𝑡𝑒𝑠 (𝐺) =
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 3. 
Bukti. Berdasarkan pola pelabelan, pembuktian ini dibagi menjadi 2 kasus yaitu kasus dengan 𝑛 =
0 𝑚𝑜𝑑 3 dan 𝑛 = 1,2 𝑚𝑜𝑑 3. 
 
1. Kasus dengan 𝑛 = 0 𝑚𝑜𝑑 3. 















− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
𝑖 + 1
3
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 
 



























, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 
 
2. Kasus dengan 𝑛 = 1,2 𝑚𝑜𝑑 3. 
Definisikan fungsi pelabelan untuk titik dan sisinya, sebagai berikut: 
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, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
𝑖 + 1
3
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 
 



























, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 
 
Teorema 7 Kekuatan tak beraturan sisi total pada graf 𝐺 = (𝐶 ∪ 𝐶 ), adalah 𝑡𝑒𝑠 (𝐺) =
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 3. 
Bukti. Berdasarkan pola pelabelan, pembuktian ini dibagi menjadi 2 kasus yaitu kasus dengan 𝑛 =
0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑛 = 1 𝑚𝑜𝑑 3 dan 𝑛 = 2 𝑚𝑜𝑑 3. 
 
1. Kasus dengan 𝑛 = 0 𝑚𝑜𝑑 3. 





, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
2𝑛 + 2
3

















− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
 
 
Dengan fungsi pelabelan diatas, diperoleh fungsi bobot setiap sisi: 
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, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
 
 
2. Kasus dengan 𝑛 = 1 𝑚𝑜𝑑 3. 





, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
2𝑛 + 2
3



















− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
2𝑛 − 1 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛 − 1
 
 

























































, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
2





, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛 − 1
 
 
3. Kasus dengan 𝑛 = 2 𝑚𝑜𝑑 3. 
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, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
2𝑛 + 2
3

















, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
𝑖 + 1
3
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
𝑖 + 1
3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
 
 




























































Berdasarkan pembahasan di bab sebelumnya dapat diambil kesimpulan yaitu:  
1. Graf hasil gabungan graf lingkaran dengan graf lintasan memiliki nilai kekuatan tak beraturan sisi 
total dengan 𝑡𝑒𝑠(𝐺) =  untuk 𝑛 ≥ 3. 
 Untuk 𝑛 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 
 







⎧ − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
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⎧ + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
2 + − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
  
 
 Untuk 𝑛 = 1,2 𝑚𝑜𝑑 3 
 







⎧ , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3








⎧ + + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
2 + − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
  
 
2. Graf hasil gabungan dua graf lingkaran memiliki nilai kekuatan tak beraturan sisi total dengan 
𝑡𝑒𝑠(𝐺) =  untuk 𝑛 ≥ 3. 
 Untuk 𝑛 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 
 
𝑓(𝑣 ) =
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
  
 









⎧ − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
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⎧ + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
+ + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
2 + − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
2 + + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
  
 
 Untuk 𝑛 = 1 𝑚𝑜𝑑 3 
 
𝑓(𝑣 ) =
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
  
  











⎧ − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛














⎧ + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
+ + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
2 + − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
2 + + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
2 + , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛 − 1
  
 
 Untuk 𝑛 = 2 𝑚𝑜𝑑 3 
 
𝑓(𝑣 ) =
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 < 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
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⎧ , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 𝑛
1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 < 𝑛
− 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 < 𝑛
+ 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 > 𝑛
























































, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0 𝑚𝑜𝑑 3 𝑑𝑎𝑛 𝑖 > 𝑛
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